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R E S U M O 
Um modelo semi-analítico em elementos finitos para a! 
nilise sísmica inercial de estruturas com fundaçio estaqueada 
ê apresentado. 
As propriedades destes elementos sao determinadas a 
partir da fÕrmula elástica de Mindlin. Um exemplo de aplica -
çio do modelo ê apresentado, com a anãlise de uma chaminé tipl 
ca de uma usina nuclear, para um acelerograma simplificado. 
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ABSTRACT 
A semi-analytic finite element model for seismic iner-
tial analysis of structures with pile foundation is presented 
h ere. 
The properties of the elements are stablished through 
the elastic Mindlin's formula. The results of the analysis of 
a typical vent stack of a nuclear power station, for a simpli-
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I NT RO DUÇl\'O 
Com a construção das primeiras usinas nucleares no Bra-
sil, os engenheiros estruturais brasileiros tomaram contato, pe 
la primeira vez, com o problema da análise de estruturas subme-
tidas a solicitações sísmicas. Apesar do Brasil estar situado 
em uma região de baixa sismicidade, o alto grau de segurança e-
xigido pela operação de uma usina nuclear implica na considera-
ção de solicitações não usuais no projeto de estruturas corren-
tes, como forças sísmicas, explosões, colisão de aeronaves etc. 
Neste trabalho é apresentado um modelo para a análise i 
nerci al de estruturas com fundação sobre estacas. Os procedi -
mentas para a modelagem das superestruturas, particularmente os 
modelos em elementos finitos, acham-se já extensamente estuda-
dos na literatura (ver, por exemplo, as referencias [5], [9], 
[10], [11], [14], [16] etc.). Por outro lado, os modelos para 
análise de fundações, especialmente para fundações estaqueadas, 
nao se encontram ainda definitivamente consagrados. r proposto 
então, neste trabalho, um modelo de solo, com elementos finitos 
em faixa, de formulação semi-analítica. As propriedades mecâni 
cas destes elementos são escolhidas de maneira a reproduzir, de 
maneira aproximada,a rigidez do solo obtida através da fórmula 
elástica de Mindlin. 
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Como exemplo da aplicação do modelo apresentado e efetu~ 
da a anãlise sísmica de uma chamine de grande altura, utilizada 
nas usinas nucleares para descarga de gases. O efeito de grupo 
do estaqueamento e considerado através de uma abordagem simplifi 
cada baseada na teoria elástica desenvolvida por Poulos. A soli 
citação sísmica considerada e um acelerograma simplificado de 
movimentos horizontais do solo. A anãlise e efetuada em duas e-
tapas (anãlise cinemática e análise inercial), através do progra 
ma LORAN E-D INA [l 1]. 
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CAPITULO II 
MtTODOS DE ANÃLISE SlSMICA DE ESTRUTURAS 
Serã apresentada neste capitulo, de forma sucinta, uma 
visão geral dos mêtodos de anãlise sísmica de estruturas. 
Apresentamos inicialmente as solicitações sísmicas a 
serem consideradas no projeto estrutural. Estudaremos estas 
solicitações sob o ponto de vista do interesse da 
estrutural, ou seja, os dados básicos para o projeto 
tros de resposta ou acelerogramas). 
engenharia 
(espec-
A seguir abordaremos as diferentes têcnicas de elabora 
çao de modelos matemãticos para a anãlise. Serão apresentados 
os modelos para o estudo da amplificação dinimica no solo, os 
modelos em parimetros discretos, em elementos finitos e tambêm 
os modelos para a anilise de fundações sobre estacas. 
Serão apresentados, finalmente, os mêtodos matemáticos 
empregados para a resolução do problema dinimico, a partir das 
solicitações e do modelo estrutural (anãlise modal, integração 
no domínio do tempo e no domínio da freqüência). 
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II.l. Solicitações sismicas 
II. 1 .1. Espectros de resposta 
O objetivo essencial do projeto estrutural anti-sísmico 
e manter dentro de certos limites de segurança a probabilidade 
de ruina da estrutura, devido a terremotos que possam ocorrer 
durante a vida Ütil da mesma. Devido ã natureza extremamente a 
leatôria dos eventos sísmicos, seja em sua intensidade, seja 
em suas características, uma abordagem consistente da anãlise 
sísmica deveria ser realizada através de métodos probabilísti -
cos. Apesar da anãlise sísmica corrente ser realizada sob um 
enfoque exclusivamente determinístico, procura-se levar em con 
ta a natureza aleatória dos sismos através de solicitações "en-
voltôrias" de sismos de diferentes caracteristicas. 
Do ponto de vista da engenharia, as informações mais re 
levantes colhidas durante a ocorrência de um sismo, são os re-
gistros das variações das acelerações, velocidades e deslocamen 
tos do solo em função do tempo, obtidas através de sismógrafos. 
A titulo de ilustração, mostramos na Fig. 2.1.l (ref. [3]) es-
tes trés grãficos, correspondentes ã componente N-S do terremo-
to ocorrido em El Centro, Califôrnia, em 1940. Pode-se notar a 
variação extrememente irregular das grandezas, particularmente 
as acelerações. 
De maneira a que possamos avaliar mais precisamente os 
efeitos de um terremoto sobre os sistemas estruturais, são cons 
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truídos os espectros de resposta. Dado o oscilador simples moi 
trado na figura 2.1.3 (sistema de um grau de liberdade massa-mo 
la-amortecedor), o acelerograma do terremoto ê aplicado como mo-
vimento de apoio. Para efeito de projeto, estaremos interessa -
dos na força mãxima na mola (no caso, nas colunas). Esta força 
mãxima serã proporcional ao deslocamento relativo mãximo v = vt-
- v (deslocamento total menos o deslocamento do solo). O valor g 
de v serã obtido pela integra 1 de Duhamel: 
V ( t) \i (,)exp [-i=;w(t-,)]sin w(t-,)d, 
g -
onde as características do oscilador sao: 
w = ~ - freq!lência circular 
E;= 2~w - fração de amortecimento crítico do sistema e 
\ig e a aceleração do solo. 
O deslocamento relativo sera então: 
vma x = -w 
Sv = S d, onde 
Sv(E ,w) = u: \i (,}exp[-i=;w(t-,)]sin w(t-,)ct,J 
g max 
Sd ê chamado deslocamento espectral. Sv e Sa = wSv = 
= w
2
Sd sao chamados pseudo-velocidade espectral e aceleração es-
pectral, por analogia com sistemas de um grau de liberdade não-
amortecidos, submetidos a carregamentos harmônicos. Sd e Sa se-
rão, então, o deslocamento relativo máximo e a aceleração absolu 
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ta mãxima do oscilador, enquanto que Sv e uma aproximação para 
a velocidade relativa mãxima real. 
Os valores de Sd, Sv e Sa sao determinados para vários 
valores de 5- e .!. (período natural da estrutura, T = 2rr/w). o 
grã fico destes valores e normal mente plotado em papel tri-1 og~ 
ri tmi co. o acel erograma da F i g. 2.1.1. fornece o espectro de 
resposta mostrado na Fig. 2.1.2. Para um par de valores {, 
T os valores de Sv (em cm/seg), Sa (em frações da acelera 
ção da gravidade g = 9. 8lm/seg 2 ) e Sd (em cm), podem ser 1 i -
dos, respectivamente, nas escalas vertical, e nas diagonais a 
esquerda e a direita. 
Os espectros podem ser tambêm apresentados sob a forma 
de tabela. Na tabela 2.1.1 são apresentados os valores das v~ 
locidades espectrais, para sismo vertical e sismo horizontal, 
do espectro de resposta de projeto preconizado pela 
de energia atômica americana (U.S. AEC) (ref. [6]). 
comissão 
Deve-se 
notar que, como os pontos dados na tabela são li gados por re-
tas em um papel bi-logarltmico, para valores intermediirios de 
"-frequenci a e amortecimento devemos proceder a uma interpolação 
bi-logarltmica. Deve-se notar que este espectro e padronizado 
para um valor de aceleração máxima no solo igual a lG (9.81 m/ 
seg 2 ). 
II.1.2. Solicitações Sísmicas de Projeto 
As solicitações sísmicas a serem adotadas na anilise, 
deverão ser definidas pelas normas de projeto. Normalmente es 
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tas solicitações serao determinadas a partir de um espectro de 
resposta padronizado como o da U.S. AEC, construído a partir da 
anãlise de um grande numero de sismos de diferentes caracterís-
ticas. A partir do espectro padronizado, será definido um fa-
tor de proporcionalidade dependente da sismicidade local. 
No caso da análise sísmica ser realizada por anãlise mo 
dal (como serã visto no item II .3), o espectro de resposta sera 
suficiente para o projeto. No caso de desejar-se realizar uma 
análise no dominio do tempo ou no domínio da freqüência, sera 
necessário gerar um ou mais terremotos artificiais que reprodu-
zam o espectro de resposta fornecido como dado inicial (ver 
re f. [15]). 
II.1.3. Terremotos de Operação e Desligamento 
t usual, especialmente no projeto de usinas nucleares.a 
verificação da estrutura para terremotos de duas magnitudes di-
ferentes: 
- terremoto básico de operaçao (OBE "Operating bas i c 
earthquake"). tum terremoto moderado, com razoãvel probabilid! 
de ocorrência durante a vi da Üti 1 da estrutura. A estrutura de 
ve ser projetada para resistir a este terremoto sem danos signi 
ficantes. 
- terremoto de desligamento seguro (SSE - "Safe shut-
down earthquake"). tum terremoto mais forte, com probabilida-
de mui to baixa de ocorrência durante a vi da Üti 1 da estrutura. 
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Para este terremoto sao permitidos danos estruturais significa~ 
tes, desde que seja possivel o desligamento dos equipamentos n~ 
cleares mais importantes e haja preservação das vidas humanas. 
Os espectros das tabelas 2. 1 .1 sao para terremoto SSE 
horizontal e vertical. Os valores preconizados para o OBE sao 
iguais ã metade dos tabelados para o SSE. 
TABELAS 2.1.1 
(A) Espectro de velocidades para terremoto SSE vertical (m/seg) 
11- • Frequenc1 a -+ O . O 1 0.25 2 . 5 9 . O 33 1000 
+Amortecimento CPS CPS CPS CPS CPS CPS 
0.5% O. 122 3.059 2.704 O. 861 0.047 .0016 
1 % O. 112 2. 7 79 2.354 0.762 0.047 . 0016 
2% 0.093 2. 39 9 1 . 9 54 O . 614 0.047 .0016 
4% 0.085 2 .086 1 . 52 4 0.508 0.047 .0016 
5% O .o 79 1. 968 1 . 459 O. 453 O .04 7 .0016 
7% O. O 71 1. 79 5 1 . 2 76 O .394 0.047 ·ºº 16 
10% 0.063 1 . 623 1 . O 80 O. 330 0.047 .0016 
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(B} Espectro de velocidades para terremoto SSE Horizontal 
(m/seg) 
"-Frequenci a ... O . O 1 0.25 2 . 5 9. o 33 1000 








O. 1 B 1 4. 596 3.718 O. 861 0.047 
O. 170 4. 119 3.302 0.758 0.047 
O. 142 3.591 2.656 0.614 O .047 
O. 1 30 3. 100 2. 20 6 0.508 0.047 
O. 1 22 2. 9 45 1 . 9 56 0.453 O .047 
O. 112 2. 700 1 . 699 O. 39 5 0.047 
0.099 2.442 1 . 425 0.330 0.047 
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Fig. 2.1.1. Terremoto de El Centro, California 
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Fig. 2.1.3. Oscilador simples amortecido submetido a 
movimento de apoio 
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11.2. Amplificação Dinâmica no Solo 
Apesar dos registros de terremotos serem medidos na su-
perficie do solo, normalmente as solicitações sismicas de proj!ê_ 
to são definidas em relação ao terreno firme (rocha sã ou alte-
rada) subjacente as camadas superficiais mais compressiveis. As 
solicitações de projeto na superficie dependerão, então, das ca 
racteristicas fisicas locais do solo da região considerada. A 
influência das caracteristicas locais do solo pode ser constata 
da pela anâlise das diferenças encontradas nos registros colhi-
dos em regiões prÕximas, durante a ocorrência de um mesmo terre 
moto. 
O passo inicial para a anâlise sismica de um sistema es 
trutural serã então o estudo de uma coluna de solo, sem a pre-
sença da estrutura (estudo do "free-field"). Neste modelo e 
anal isa da a amplificação das acelerações na rocha a traves das 
camadas de solo, para obtenção das acelerações na superfície. 
11.2.1. Modelos para Amplificação no Solo 
O modelo clãssico para a anãlise da amplificação dinâmi 
cano solo e o modelo de vigas de cortante proposto por Seed 
e ldriss (ref. [13]). Neste modelo {Fig. 2.2.1) é estudada uma 
coluna de solo, de ârea ~ arbitrâria, e discretizada em n cama-
das. A massa de solo e concentrada nos nos da viga, e a ri 
gidez das hastes ê proporcional ao môdulo de cisalhamento G de 
cada camada (ki = GA). A coluna ê suposta engastada na rocha. 
Considerando como solicitação, por exemplo, um acelerograma a-
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plicado na base, podemos obter como resposta o acelerograma am-
plificado na superfície do solo. 
Os modelos mais utilizados atualmente para o estudo de 
amplificação, são modelos discretos em elementos finitos (por 
exemplo, o programa FLUSH [l 7J ), ou modelos baseados nas sol u-
ções de Roesset [la] para propagaçao vertical de ondas (por e-
xemplo, o programa SHAKE [21]). 
II.2.2. Ondas de Compressão e de Cisalhamento 
Um estudo completo sobre propagaçao de ondas pode ser 
encontrado, por exemplo, em [1]. Faremos um breve resumo, com 
a finalidade de definir ondas de compressão e de ci sal hamento. 
As equaçoes diferenciais de movimento de um elemento in 
finitesimal em um meio homogêneo e elástico são as seguintes: 
a 2 u ( À+G) aE + GIJ 2 u p = 
at 2 ax 
a2 v = ( HG) 3E + GIJ 2 v p 
at 2 ay 
a2 w ( À+G) 3E + GIJ 2w p = 
a t 2 az 
sendo 




G = 2(l+v) 
l 3 
u,v,w - componentes do vetor deslocamento nos 3 eixos 
coordenados; 
- au + !'!'. + aw e: = e: X + e:y + e: z = ãx ãz ay 
í/ 2 a2 + 
a2 ª2 = -- + 
ax 2 ay2 az 2 
A primeira solução para as equaçoes de movimento sera 
obtida diferenciando as três equações de movimento por x, y e 
z respectivamente e somando-as. Obtêm-se: 
ou onde vp 
Esta ê a equaçao da propagaçao de ondas de dilatação 
volumétrica~ com velocidade vp (vp - velocidade da onda primf 
ria p ou de compressão). A caracteristica essencial desta on-
da ê que o movimento das partículas de solo se desenvolve na 
mesma linha em que a onda estã se propagando (de maneira idên-
tica ã propagação de ondas axiais em uma haste). 
A segunda solução serã obtida diferenciando a segunda 
equaçao de movimento em relação a z e a terceira em relação a 




( aw _ ~) = 
ay az 
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Por outro lado podemos expressar as rotações em função 
dos deslocamentos por expressões da forma: 
ou 
2wx aw = ay 
Podemos então escrever: 
p = 
onde vs = /F p 






Estas sao as equaçoes da propagação de ondas de distor 
çao w com velocidade vs (vs - velocidade de onda secundária S 
ou de cisalhamento). A caracteristica essencial desta onGa e 
que o movimento das particulas de solo se desenvolve perpendic~ 
larmente ã linha em que a onda está se propagando. 
Outros tipos de onda aparecem na superficie do solo, en 
tre duas camadas de solo diferentes (ondas de Love, ondas de 
Rayleigh etc.). Estas ondas não serão consideradas por serem 
de menor importância no estudo de amplificação dinâmica no so-
l o. 
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" II.2.3. Expressões de Roesset 
" Apresentaremos a seguir as expressoes de Roesset, para 
amplificação unidimensional de ondas. As camadas de solo são 
consideradas com espessura constante e se estendem ao infinito. 
O material ê considerado homogêneo e isÕtropo. As ondas são ad 
mitidas propagando-se verticalmente a partir da rocha. A prin-
cipio a teoria ê elaborada para ondas de cisalhamento; a ampli 
ficação de ondas de compressão pode ser obtida, substituindo-se 
o módulo de cisalhamento G pelo módulo de compressão confinado 
Ã+2G nas expressões obtidas. 
II.2.4. Amplificação de Movimentos Senoidais 
Admitamos o solo estratificado em n camadas, como mos-
tra a Fig. 2.2.2. A camada n+l corresponde ã rocha, que sera 
considerada como elástica ou como infinitamente rigida. Para 
cada camada I definiremos o seguinte conjunto de parâmetros: 
nadas 
de x e 
h j - espessura da camada 
Gj - módulo de cisalhamento 
Pj - massa especifica 
Sj - fração do amortecimento crítico 
Em cada camada serã definido um sistema local de coorde 
X.• -J 
t: 
O deslocamento horizontal u serã função unicamente 
u = u(x,t) 
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Estes deslocamentos atendem a equaçao de equilibrio di-
nâmi co: 
a2 u G a
2 u + a
3 u (n viscosidade) p = n = 2 
at 2 ax 2 axat 
" Admitindo um movimento harmônico de frequência n: 
U(x,t) = U(x).eint 
Substituindo, teremos: 
Admitiremos amortecimento histerêtico, com S = nn/2G. A 
solução para esta equação será: 
U(x) = E eipx + F e-ipx onde p2 = 
G ( 1 + 2$ i ) 
Para cada camada .,í_ teremos então a solução geral: 
-i(p.x.-nt) 
F j e J J 
O primeiro termo representa a onda incidente propagan -
do-se para cima e o segundo a onda refletida propagando-se p~ 
ra baixo. A tensão de cisalhamento em um plano horizontal será 
expressa por: 
-r(x,t) au = G(l + 2Si) ãx 
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i(p.x.+ílt) -i(p.x.-ílt) 
'J· = G.(1+2S.i)p.(E.e J J -F.e J J ) i 
J J J J J 
Obteremos os parâmetros Ej e Fj por compatibilidade de 
deslocamentos e tensões na face comum entre duas camadas. 
a Na face superior da 1- camada deveremos ter tensões de 
cisalhamento nulas. Fazendo,= O para x = O, encontramos E
1 
= 
= F1 , ou seja as amplitudes das ondas incidente e refletida na 
primeira camada são iguais. 
A compatibilidade de deslocamentos e tensões nas faces 
comuns as camadas 1. e j+l fornece as relações: 
ip.h. -ip.h. 
E + F = EJ. e J J + FJ. e J J j+l j+l 
(Ej+l-Fj+l)Gj+l(l+2Sj+li)pj+l = 
ip.h. -ip.h. 
= (Eje J J - Fje J J)Gj(1+2Sji)Pj 
Somando e subtraindo estas duas relações obtemos as re-
lações de recorrência: 
i p .h . -i p. h. 
2Ej+l = E.(l+µ.)e J J + F . ( 1 -µ . ) e J J J J J J 
i p .h . -i p. h . 
2Fj+l = E.(1-µ.)e J J + F .(l+µ .)e J J J J J J 
Onde 
p.G.(1+2S.i) f p.G.(1+2S.i) Jl/ 2 JJ J - JJ J 
p j + l G j + l ( 1 + 2 S j + l i ) pj + l G j + l ( 1 + 2S j + l i ) 
Para o caso de rocha rfgida teremos µn = O 
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Os valores de Ej e Fj serao obtidos em função de E1 = 
= F1 por substituição dos valores de uma camada na camada infe 
rior, a partir da camada superior. 
A função de amplificação serã definida como a relação 
entre os deslocamentos (ou acelerações) na superfície livre e 
os deslocamentos (ou acelerações) fornecidos como dados na ro-
cha (ou seja a relação entre as amplitudes de onda 
na superfície e na rocha): 
A( íl) 
incidente 
Para o caso em que tenhamos apenas uma camada de solo, 
esta função serã expressa como: 
A( íl) 1 = --------'-------,--,,.. 
(cos 2 ph+µ 2 sin 2 ph) 112 
Para o caso de rocha rígida (µ=O), teremos: 
1 A{íl) = ---.-cos ph 
A título de ilustração mostramos nas Figs. 2.2.3 e 2. 
2.4 os grãficos das funções de amplificação para uma camada 
de solo uniforme, para os casos de rocha rígida e elástica, Pi 
ra diferentes valores de fração de amortecimento critico. 
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II.2.5. Obtenção do Espectro de Resposta 
O espectro de resposta na superfície do solo poderá ser 
obtido atravês do seguinte procedimento: 
1) Obtêm-se a transformada de Fourier do terremoto dado-
2) Multiplica-se a transformada pela função de amplifi-
cação do sol o. 
3) Obtém-se a transformada inversa de Fourier deste pr~ 
duto, obtendo-se o acelerograma na superfície. 
4) Com este acelerograma, obtêm-se o espectro de respos 
ta na superfície. 
A transformada de Fourier (em função da freqüência), de 




f(t)e-iwt dt (F(t) = O para t < O) 
A transformada inversa de Fourier e obtida por: 
f(t) = t;- J~"' F(w) eiwt dt 
A transformada de Fourier e sua inversa podem ser cale_!! 
ladas numericamente pelo algoritmo de Cooley-Tuckey (transform~ 
da rápida de Fourier - ver [5], [12]). 
O espectro de resposta na superfície poderá ser tambêm 
obtido pelo processo aproximado descrito em [18], multiplican-
do-se o espectro na rocha diretamente pela função de amplifi-
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caçao do solo, corrigindo-se a curva obtida por coeficientes a 
presentados em gráficos como função das características físicas 
do solo. 
Os procedimentos descritos neste ítem, para análise de 
amplificação no solo, acham-se automatizados no programa SHAKE 
[21], que estuda a amplificação dinâmica através das 
exatas da propagação unidimensional de ondas. 




4 __________ ---1, __ ..,.. ___________ _ 








t x, u, 
l Xz Uz 
! ~3 U3 
I X4 U4 
J Xn Un 
l Un+I 
Xn+l 



















Ili fJ •O 
1r··005 r r 
ll 1\ li\ ·,1t' 
1 1 1 1 · 1 1 
1 1 l 1 : \ l l 
1 1 1 l 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 l 
1 1 J 1 1 1 1 1 
i,}-/J•0.10 1 1 1 1 l 1 
'111 1 l 1 1 , .1 
1 '1 1 1 1 1 1 1 
1, 1 l 1 1 1 1 
1\ 1 \ 1 l I l 
11 1 ,'\ \ 1 l 1 1 
11 ,, 1 1 / 1 / 1 
\1 ,, 1 1 / \ 1 1 
\1 /J \\ /,. ... \ / \ 
\\ li \ \ 1 1 \ \ / \ 
\\ ,;,,~',\\ ;I \' / /--.. \ 
\\ ,;" '~ / / '-' / / ' ' 
. "'--" "..;:,.;:: _ _-"'.;...,- --- ......... -- ........ ', -- _., 
'-'.;.-=::::-- ---.::..~-------.: 
2 · 3 4 s 6 1 a s :o . 11 12 . 13 14 1s 
Fig. 2.2.3 - Razão de amplificação em função da freqÜên 
eia e da fração de amortecimento critico -







-- fJ •O " ~ ~ n 
j 1, / 1 l 1 1 I 
1 I 1 1 1 1 
1 1 1 1 / 1 1 \ 
1 1 1 1 1 \ 1 \ 
1(11/J•0.05 1 1 / \ . 1 \ 
,, 
11 l 1 1 \ 1 1 r,~.s • 0.10 I \ I \ 1 \ 
f \ 11 / 1 ' 1 / 1 
111 / ...... 1 1' . \ / \ 
l · \\\ / ' '\ . \ 
I 1\\ ;/ \ \ / \ I \ 
/
/ ,~, // .. - ..... \:,-_ / .. ~ .... , \ / \ = -~ '"' // ,, / ----'-_,, ~-... ,,:::::, ---..._ ,...__.,.... ......... ..... ........... ---- - -----------
. 2 3 4 5 6 1 a s 10 11 12 13 · 14 15 
Fig. 2.2.4 - "-Razão de amplificação em função da freque~ 
eia e da fração amortecimento critico (ca-
mada uniforme sobre rocha elãstica) 
23 
II.3. Modelos para Anãlise Sismica 
A solução exata para o problema de fundações submetidas 
a solicitações dinâmicas pode ser encontrada para um numero mui 
to limitado de casos particulares. A necessidade da resolução 
de problemas reais de engenharia leva ã consideração de hipóte-
ses simplificadoras. De acordo com a natureza destas simplifi-
cações, os modelos para anãlise sísmica podem ser divididos em 
três grupos: modelos com parâmetros condensados, modelos de vi 
ga sobre suporte elãstico e modelos em elementos finitos. 
Nos modelos em parâmetros condensados o solo ê substitu 
ido por um sistema de molas e amortecedores aplicados a cada um 
dos graus de liberdade da fundação considerada infinitamente ri 
gida. O solo ê admitido perfeitamente homogêneo, isotrõpico e 
elãstico. 
Os modelos em viga sobre suporte elãstico, particular -
mente apropriados para fundações estaqueadas, são baseados numa 
generalização da teoria estãtica de Winkler para o problema di-
nâmico. 
Os modelos em elementos finitos baseiam-se na discreti-
zaçao do meio contínuo em regiões, onde serão arbitradas leis 
de variação para deslocamentos e tensões em função dos valores 
destas grandezas nas fronteiras destas regiões. A resolução do 
problema dinâmico com elementos finitos torna-se bastante mais 
complexa em relação ao problema estãtico, jã que, além do vetor 
solução ser uma função do tempo, a determinação destas soluções 
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envolve as matrizes de massa e amortecimento, alêm da matriz de 
rigidez convencional. 
II.3.1. Modelos com Parâmetros Condensados 
II.3. 1.1. A solução de Reissner e o modelo anãlogo de Lysmer 
As primeiras soluções obtidas para o problema de funda-
çoes submetidas a carregamento dinâmico foram obtidos por Lamb 
(1904), que resolveu o problema de Boussinesq dinâmico, ou seja 
a determinação dos deslocamentos provocados por cargas concen -
tradas variáveis no tempo, aplicadas em um semi-espaço homo-
geneo e isõtropo. 
Pela integração da solução de Lambem uma ãrea circular, 
Reissner (1936) obteve a expressao para o deslocamento vertical 
de uma fundação circular de massa m submetida a uma carga harm~ 
nica. As soluções de Reissner podem ser obtidas se substituir-
mos o solo por uma mola e um amortecedor de constantes k e c de 
pendentes da freqüência circular!'.!_ do carregamento (ver Fig. 
2.3.1). 
A obtenção de soluções aproximadas, com a adoção de pa-
râmetros independentes da freqüência foi proposta por Lysmer, ~ 
traves de se.u modelo anãlogo (ref. [19] ). O modelo de Lysmer 
pode ser generalizado com a consideração dos deslocamentos da 
fundação nos seus seis graus de liberdade, incorporando-se mo-
1 as e amortecedores no senti do de cada um deles. Diferentes 
grupos de parâmetros foram apresentados por vãrios pesquisado-
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res, na tentativa de obter resultados próximos dos exatos. A-
presentaremos nas tabelas 2.3.1 e 2.3.2 dois destes grupos de 
parâmetros, os propostos por Newmark e Richart. 
Apresentaremos inicialmente os parâmetros propostos 
por Newmark [3]. Neste grupo deve-se ressaltar que, para me-
lhor adequação dos resultados aproximados com as soluções exa-
tas, foi introduzido um terceiro parâmetro, ou seja uma massa 
adicional a ser incorporada ã massa da estrutura. Na tabela 
2.3. l são apresentados os valores dos parâmetros mola-amortec~ 
dor-massa adicional para vibrações verticais, horizontais, ro-
tacionais e torsionais. Nestas tabelas r e o raio da fundação 
e~.~ e R são o módulo de cisalhamento, o coeficiente de Poi! 
son e a massa especifica do solo. 
Na tabela 2.3.2 sao apresentados os parâmetros propos-
tos por Richart et al. [1]. Nestas tabelas são fornecidas, em 
relação a cada um dos graus de liberdade, as constantes de mo-
1 a e, diretamente, as frações de amortecimento critico, expre~ 
sas em função das frações de massa B. Essas frações de massa 
representam relações adimensionais entre a massa translacio-
nal m e os momentos de massa rotacional .!.1/J e torsional I0 e a 
massa especifica do solo. 
A titulo de comparaçao entre os dois grupos de parame-
tros, foi analisada a amplificação dinâmica de uma fundação 
submeti da a uma carga harmônica verti cal. 
A comparaçao e feita em termos dos parâmetros adimen -
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si onai s ( fazendo-se v = 1 /3): 
a
0 
= wr /p/G (freqüência adimensional) 
Bz = (l-v)m/4pr 3 (massa adimensional) 
A= Zmax/Zest (amplificação dinâmica) 
Os valores da amplificação de acordo com Richart e New-
mark são mostrados na Fig. 2.3.9 e podem ser notadas pequenas 
discrepâncias 
de 1 os. 
entre os resultados obtidos com cada um dos mo-
Podemos observar como deficiências dos modelos de para-
metros condensados: so poderemos analisar fundações assentes 
sobre solos homogêneos; o amortecimento do solo e a influência 
de estruturas adjacentes não poderão ser considerados; sõ pod~ 
remos efetuar anãlises lineares, jã que não poderemos obter in-
formações sobre o nivel de deformações no solo. Mesmo 
para uma anãlise simplificada, levando em conta, por 
assim, 
exemplo, 
as incertezas que cercam normalmente a determinação das propri~ 
dades fisicas do solo, este mêtodo pode oferecer excelentes re-
sultados. 
II.3.1.2. Soluções de Novak para estruturas parcialmente enter-
radas 
Apresentaremos a seguir a generalização das expressoes 
de Lysmer proposta por Novak [29], para o caso de fundações Pª.!: 
ci almente enterradas. Como as soluções de Novak são funções da 
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freqüência circular w da solicitação, uma análise no dominio 
da freqüência torna-se necessária. Caso desejemos realizar u-
ma análise no dominio do tempo, serã necessária a adoção de 
constantes mêdias K e C, independentes da freqüência. 
Constantes para vibrações verticais: 
Czz 
.t ps GiJ 
V -pGJ 
Constantes para vibrações torsionais: 
= r4 
o 
/ psGs~ prJ 
Constantes para vibrações horizontais e rotacionais a-
copladas (fig. 2.3.3) (em relação ao C.G): 
+ Gs li ( §_:_ + 
2 
li zc) s u J zc 
G 3 r2 r O 1 o 
Kxlj, = - Gr Gccu 1 + 
Gs 
li ( zc - j) S uJ o G 
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Cxx = /""pG r2 o ~uz + c5 
/ psGs Su J 
pG 2 
e ,jJ,jJ = {pG r~ {C,ji2 + (~)2 cu 2 + 6 /psGs ~,jJ + o ro pG 2 
+ ,Ç- + 
2 
~:rsu2]} 
zc - ô 
r2 
o 
Gcru 2 + ô I p~~s (zc - ~)suJ Cx,ji = - /pG r2 o 
Nestas equaçoes ~ e E sao o módulo de cortante e a 
densidade do solo abaixo do nível da fundação; Gs e ~ o mesmo 
para o terreno ao lado da fundação (ver fg. 2.3.3); r
0 
ê o raio 
da fundação cilindrica; ! ê a profundidade enterrada da funda -
çãoeô=l/r
0
êa profundidade enterrada relativa. 
Os parâmetros C e S sao fornecidos nas figs. 2.3.4 e 
- 11-2. 3. 5 em funçao da frequencia adimensional 
coeficiente de Poisson. 
II.3. 1.3. Processo de Análise em Três Etapas 
A análise direta com parâmetros condensados implica na 
consideração que a presença da estrutura não influi sobre os 
deslocamentos do solo. No caso de estruturas enterradas de 
grande massa e rigidez, como e o caso dos reatores nucleares,e~ 
ta hipÕtese estará em desacordo com a realidade. A solução com 
pleta para este problema poderá ser obtida pelo processo de ana 
lise em três etapas. 
Seja a estrutura da fig. 2.3.2.A primeira etapa de cál-
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culo serã realizada com a solicitação sísmica dada e com a es-
trutura representada somente atravês de sua rigidez (interação 
cinemitica). A segunda etapa de cilculo seria determinação 
dos coeficientes de rigidez e de amortecimento que substitui -
rao o solo na terceira etapa. Na Última etapa as solicitações 
consideradas serão as acelerações obtidas na primeira etapa a-
plicadas ã massa da estrutura (interação inercial). 
A equivalência da solução em três etapas com a solução 
completa pode ser demonstrada atravês do teorema da superposi-
ção apresenta do po r K au se l [2 4] . 
Seja o sistema de equaçoes diferenciais dinâmicas em 
forma ma tri ci a l: 
[M] {Ü} + [e] {Y} + [K]{Y} = {O} ( l ) 
As matrizes [M], JJ], [K] sao as matrizes de massa, a-
mortecimento e rigidez do sistema. Os vetores {U} e {Y} são 
os vetores de deslocamentos absolutos e relativos a um sistema 
de eixos ligado ao solo. 
Na primeira etapa e excluida a massa da estrutura: 
[Ml] e a matriz de massa do sistema, excluída a mas-
.. -sa da estrutura. {U } e g o vetor assoei ado a aceleração absol u-
ta do sistema de eixos li gado -a base ( ace l erograma na base) . 
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{Y 1} e a solução da interação cinemática. 
Sendo {U 1} = {Y 1} + {ÜG} o vetor de acelerações absolu-
tas obtido na primeira etapa, a segunda parcela da solução serã 
obtida pelo sistema de equaçoes diferenciais: 
[M 2] é a matriz de massa do sistema, excluida a massa 
do solo. {Y 2} é a solução da interação inercial. 
Teremos finalmente {Y} = {Y 1} + {Y 2} 
A equivaléncia entre a equaçao (1) e a soma de (2) com 






}) + [e] {Y} + [KJ {Y} = {O} 
(1) = (2) + (3). 
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A análise por superposição é apresentada por Clough [5] 
de forma ligeiramente modificada, atra vês de suas equações ( 27-
82) e (27-84). 
Na primeira etapa sera considerado somente o solo subme 
tido a excitação slsmica, sem a prese~ça da estrutura. Neste 
caso as matrizes de rigidez e de amortecimento da estrutura se-
rão particionadas de maneira análoga ã matriz de massa, em sub-
matrizes em que são excluldas as propriedades da estrutura 
A equaçao da primeira etapa sera, de acordo com a equa-
çao (27-82, [5]): 
Onde as matrizes de Índice~ representam os termos de 
acoplamento entre os graus de liberdade do apoio e os do solo. 
serao os deslocamentos absolutos incõgnitos da 
primeira etapa e {Ugl} os deslocamentos prescritos do apoio. 
Admitindo a igualdade de todos estes deslocamentos de apoio, p~ 
de remos escrever, de acordo com a equação ( 27-67, [5]): 
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Nesta equaçao o vetor {Ug} e o vetor de deslocamentos 
absolutos da estrutura associado ao deslocamento Ugl do siste-
ma de eixos ligado a base. 
Consideraremos as mesmas hipÕteses simplificadoras de 
[5], ou seja admitiremos a matriz de amortecimento do sistema 
como proporcional ã de rigidez e admitiremos também a matriz 
de massa diagonalizada. Neste caso a forma final da 
da primeira etapa sera: 
eq uaçao 
A equaçao da segunda etapa sera, de acordo com a equa-
çao (27-84, [5]): 
= -[MJ{Ü} -- 2 1 
Sabemos que a matriz de rigidez da estrutura isolada 
submetida a um movimento de corpo rigido serâ necessariamente 
identicamente nula, ou seja: 
Como admitimos a proporcionalidade entre as matrizes 
de amortecimento e rigidez, teremos também: 
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Podemos escrever finalmente a forma final da segunda e-
quaçao: 
Somando as duas equaçoes chegaremos a solução total: 
+ [K] {Y 2 } = {O} 
[M] {Ü} + [C] {V} + [KJ {Y} = {O} 
Esta segunda apresentação do principio da superposição 
e particularmente adequada para a anãlise da influência da pre-
sença da estrutura sobre os movimentos do solo. As submatri -
zes de massa do sistema estrutural serão reparticionadas como: 



















Os indices ~ correspondem aos graus de liberdade perti-
nentes exclusivamente ao solo, os indices E correspondem exclu-
sivamente ã estrutura e os Índices !: correspondem aos graus de 
liberdade comuns ao solo e a estrutura. 
As matrizes de rigidez e de amortecimento podem serre-
particionadas de forma inteiramente anâloga. 
Os vetores {Y 1} e {Y 2} podem ser reparticionados, de 
maneira consistente com as matrizes do sistema: 
{Y} = {!s 
Notando-se que os deslocamentos dos graus de liberdade 
da estrutura sao nulos na primeira etapa, a equaçao da segunda 
etapa poderâ ser expandi da da seguinte forma: 
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.. 
~,s ~1S F o Y2s -
T 
.. 
[e] {V 2} ~1 SF ~1 F+~2F ~2EF !2F + + [K] {Y 2} = 
o M2EF 
T 
!12 E Y.2E 
o o o - - -.. 
{f 1 F} = ~2F {~lF} - ~2F - ~2F {!lF} 
~iEF ~iEF ~iEF 
Supondo que os termos das submatri zes ~ 2ij, [~2EF] sao 
pequenos em relação aos da submatriz /!iF], o mesmo acontecendo 
em relação ãs correspondentes submatrizes de amortecimento e ri 
gidez, a terceira equação ficará desacoplada: 
~1S ~1 S F Y2s 
o I2s o - -
+ ... + ... = = 
~1SF ~lF Y2F 
o Y2F o - -
Neste caso, os movimentos introduzidos no solo na segu!1_ 
da etapa podem ser desprezados. Concluímos que, havendo nos 
termos das matrizes estruturais uma predominância acentuada da 
contribuição dos termos devi dos ao sol o, em relação aos devi dos 
ã estrutura, o problema será desacoplado, sendo os movimentos 
do solo determinados na primeira etapa, e os da estrutura na se 
gunda etapa. 
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Evidentemente a divisão da resolução do problema em et! 
pas so será vantajosa, se em cada uma das etapas forem assumi -
das simplificações que conduzam a vantagens em relação a solu-
çao direta obtida, por exemplo, com um modelo em elementos fini 
tos. A simplificação fundamental assumida e a rigidez da funda 
ção da estrutura, o que levará a interação inercial a recair em 
um modelo de parâmetros condensados. Deve-se ressaltar também 
que o numero de graus de liberdade envolvidos em cada etapa po-
derá ser muito menor do que na solução completa, jã que na 
interação cinemática a estrutura poderã ser modelada de forma 
bastante grosseira, e na interação inercial o solo será substi-
tuTdo pelos parâmetros condensados. Isto poderá acarretar uma 
economia relevante no processo de resolução do problema dinâmi-
co. 
II.3.2. Modelos em Viga sobre Suporte Elástico 
Os modelos em viga sobre suporte elástico, especialmen-
te apropriados para a análise de fundações sobre estacas, sao 
uma generalização da hipÕtese de Winkler para o caso dinâmico, 
sendo então a reação do solo não somente função dos deslocamen-
tos, como também das velocidades e acelerações dos pontos de con 
tato da viga com o solo (Fig. 2.3.6). 
Por analogia com as soluções em parâmetros condensados 
para fundações superficiais, surgiram diferentes modelos (ver 
p. ex., [23], [26], [27] etc.) em que o solo é substituTdo por 
um sistema de massas, molas e amortecedores distribuídos ao lon 
go da estaca. 
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Os modelos utilizados atualmente seguem essencialmente 
os resultados obtidos por Novak e seu grupo (ver, p.ex., [28]). 
Estes resultados são obtidos admitindo-se o solo constituído 
por uma serie de discos de espessura infinitesimal, estendidos 
ate o infinito. Admite-se tambem que as estacas são verticais 
e independentes umas das outras. Neste caso, admiti mos que C! 
da ponto de contato vibre harmonicamente, com componentes hori 
zontais e verticais u e w: 
. t 
U "U e 1W 
o 
w " w e iwt 
o 
As componentes da reaçao do solo nos sentidos horizon-
tal e verti cal poderão ser expressas por: 
Sendo G - módulo de cisalhamento do solo no ponto;i "l=T (~ 
nidade imaginãria) 
Os parâmetros~ foram determinados por Beredugo e No 
vak (ref. [20]), para diferentes valores do coeficiente de 
Poisson (ver Fig. 2.3. 7), em função da freqüência adimensional: 
onde r - raio da estaca o 
"-w - frequencia circular do movimento excitante 
p - massa especifica do solo 
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O cãlculo dos coeficientes de rigidez complexos conde~ 
sados no topo da estaca, pela teoria de Novak, foi automatiza-
do no programa PILAY (ref. [30]). 
Apesar dos coeficientes de Novak serem dependentes da 
freqüência, pode-se notar que, na faixa de freqüências de in-
teresse, eles podem ser reproduzidos por parâmetros constantes, 
distribuidos ao longo da estaca. A parcela real da reação do 
solo pode ser obtida através dos coeficientes de reação por u-
nidade de altura usualmente utilizados em anãlise dinâmica: 
kw = 2. 5G 
A parcela imagi nãri a da reaçao do solo, que ê pratica-
mente proporei onal a ~. ou seja âs velocidades, pode ser obti 
da com os amortecedores combinados de dissipação de ondas de 




,'pl;: ,l(3-4v)/( 1-Zv) 
Devemos notar que a consideração da independência de 
deformação de cada disco infinitesimal, leva a desprezar a de-
formação de cisalhamento entre uma camada e outra do solo. O 
- 11_ 
efeito da ressonancia nas frequencias naturais do solo não e, 
portanto, levado em conta. No modelo apresentado no capítulo 
III deste trabalho ê apresentada uma abordagem que 
considerar este efeito. 
pretende 
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II.3.3. Modelos em Elementos Finitos 
A abordagem mais moderna e promissora para os problemas 
de interação solo-estrutura são os modelos em elementos finitos, 
especialmente com a introdução dos elementos de contorno para a 
abordagem de regiões semi-infinitas. 
No método dos elementos finitos o domínio de integração 
das equações diferenciais de movimento é dividido em um numero 
finito de regiões, cujo contorno geométrico é definido por um 
determinado numero de pontos nodais. Nos modelos compatíveis, 
os mais utilizados correntemente, o campo de deslocamentos no 
interior de cada elemento é obtido através de funções de inter-
polação, a partir dos deslocamentos dos pontos nodais. Matrici 
almente: 
{U} = [a] [q} 
{U} - vetor dos deslocamentos em um ponto do elemento 
[a} - matriz das funções de interpolação 
[q] - matriz dos deslocamentos dos pontos nodais 
(Os termos de {U} e [a} são funções da posição do ponto no in 
terior do elemento). 
A partir desta hipÕtese básica (discretização do meio 
continuo), o problema dinâmico é transformado na resolução de 
um sistema de equações diferenciais: 
[M] {Ü} + [C] {Ü} + [K] {U} = {F} 
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As matrizes [M], [e], [K] e o vetor de cargas {F} po-
dem ser obtidos pela aplicação de um princípio energético, co-
mo o de Hamilton (ver, p.ex., [9]). 
A matriz de rigidez para cada elemento sera obtida, en 
tão, pela expressao: 
[k] = f V [a'] T [E] [a'] dV 
[a'J ê a matriz que transforma os deslocamentos nodais 
em deformações especificas {E} = [a'] [q] 
~]ia matriz que transforma as deformações especifi-
cas em tensões {o} = [E] {E} 
A matriz de massa consistente, ou seja, obtida com as 
mesmas funções de interpolação utilizadas para os deslocamen -
tos, serã obtida pela expressao: 
[m] = f v µ[a]T [a] dV 
A obtenção da matriz de amortecimento dependerã do me-
todo de solução do problema dinâmico e serã detalhada para ca-
da um deles, no item 2.4. 
O vetor de cargas consistente sera: 
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{fm} e {f5} sao os vetores de carga volumétrica e supe!. 
fiei al, respectivamente. 
As matrizes globais [M], [tJ, [K], {F} serao obtidas 
pela montagem das matrizes locais, com relação a nõs comuns a 
vãrios elementos. 
Os vetores {Ü}, {Ü}, {U} sao os vetores de acelerações 
velocidades e deslocamentos relativos aos graus de liberdade do 
sistema estrutural. 
Uma aproximação usual, que conduz a grandes simplifica 
çoes na solução do problema dinâmico, ê a diagonalização da ma-
triz de massa [MJ, ou seja a concentração das massas nos nos 
de cada elemento. 
Com o advento dos elementos de contorno ê possivel a ob 
tenção de resultados bastante precisos, modelando-se apenas a 
estrutura e o solo em sua vizinhança através dos elementos fini 
tos usuais, ligados a elementos que representam o comportamento 
de regiões semi-infinitas. A obtenção de elementos de contorno 
no estado plano ê devida a Waas, Chiang-Liang e Roesset (ver, 
p.ex. [12]) e para a resolução de problemas axissimêtricos a 
Kausel e Roesset [2]. 
Como a matriz de rigidez obtida com estes elementos de 
contorno ê fortemente dependente da freqUência de excitação, u-
ma anãlise no dominio da freqüência torna-se imprescindivel. 
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Dentro deste espirito foi eleborado o programa FLUSH 
[17], um dos mais utilizados atualmente em engenharia sismica. 
Este programa realiza uma anãlise sísmica tridimensional apro-
ximada, como serã mostrado a seguir. 
O modelo tipice de anãlise com o FLUSH e o mostra do 
na Fig. 2.3.8. A região central ê modelada com elementos fini 
tos do estado plano e elementos de viga. A região lateral do 
modelo ê modelado com elementos de contorno (''transmiting bou! 
daries"). Estes elementos de estado plano possuem em suas fa-
ces laterais amortecedores viscosos de dissipação de ondas de 
cisalhamento ("viscous boundaries"), que simulam o efeito tri-
dimensional. A solicitação básica admitida ê um acelerograma 
aplicado ã base do modelo. A solução ê obtida no domínio da 
freq~ência e uma anãlise não linear aproximada pode ser reali-
zada, compatibilizando as propriedades dos elementos de solo 
com os níveis de deformação mêdi os. 
Os elementos de contorno aximêtricos encontram uma a 
plicação bastante importante para a obtenção da matriz de rigi 
dez complexa de estacas circulares. Esta matriz ê obtida em 
função da freqÜênci a, de forma bastante mais rigorosa que as 
soluções obtidas com a hipÕtese de Winkler generalizada. 
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Grau de Mo 1 a Amortece dor 
Massa 
liberdade adicional 




1.08 VKpr 3 0.28pr 3 
(2-v) 2 
Rotacional 2.7Gr 3 0.29 /Kpr 5 0.49pr 5 
Torsional 5. 3G r 3 O. 49 /Kpr 5 O. 70pr 5 
Tabela 2.3. l - Parâmetros condensados segundo Newmark 
Grau de Mola Fração de amor- Fração de 
1 i be rdade teci men to cri ti massa -co 
Vertical K = 4Gr 0.425 Bz 1-v m = 4 pr3 1-v /Bz" 
Horizontal 32~1-v)Gr o. 288 Bx ~7-8v) m = -ãv IBx -2(1-vJ pr3 
Rotacional 8G r
3 O. 1 5 Bljl 3(1-v)Iij, :3{1-v) = (l+Bij,)~ 8pr 5 
Torsional 5. 3G r 3 0.50 Be re 1+21ie = -prs 
Tabela 2.3.2. Parâmetros condensados segundo Richart 
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Fig. 2.3.2. Teorema da superposição 
J e e: 
'-o--' . . J ;rJ 'ti 
L:. j 
~ i '•• r---::--






















.... 5 t1 s., 
C{, (O) 
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Coeficientes de rigidez i, Sem função da fre-
qüência adimensional a
0 
"'-----s-=".:.'_<_o_.4_> _______ _ 
Cwz (0.5) 
Fig.2.3.5. Coeficientes de amortecimento C, Sem função 
da freqüência adimensional a
0 
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Fig. 2.3.6. Modelo em viga sobre apoio elãstico 
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11.4. Mêtodos de Resolução do Problema Dinâmico 
11 . 4. 1 . A n â 1 is e Mo da 1 
O mêtodo de anâlise por decomposição modal ê particular 
mente apropriado quando a resposta ã solicitação dinâmica pode 
ser obtida, com razoãvel precisão, considerando-se apenas al-
guns dos primeiros modos de vibração. A condição para que pos-
samos obter um sistema de equações diferenciais independentes ê 
que a matriz de amortecimento [CJ satisfaça â condição de orto-
gonal idade. Para isso [e] deve rã poder ser expressa pelo soma-
tório: 
Normalmente consideram-se apenas as parcelas correspon-
dentes a b =0 e b =l. Teremos: 
"-Neste caso para cada frequencia natural.!! do sistema e~ 
trutural teremos uma equação diferencial anãloga a do sistema 
de um grau de liberdade: 
Pn 
= 'fr ( t), onde 
n 
~n e wn sao o vetor de formas modais e a freqÜênci a ci r 
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cular correspondentes ao modo~ e e(t) é o vetor de cargas. Xn 
é a coordenada generalizada correspondente ao modo n. 
A fração de amortecimento critico ~n e expressa em fun 
çao de a
0 
e a 1 como: 
e = 1 (~ + 
"n "2" w 
n 
Cada uma das equaçoes desacopladas poderã ser resolvi-
da, por exemplo, através da integral de Duhamel: 
A resposta em termos de coordenadas geométricas sera: 
Normalmente não conhecemos a matriz de amortecimento 
diretamente e sim as frações de amortecimento critico de cada 
material e/ou os amortecedores discretos obtidos através deu-
ma abordagem por parâmetros condensados. Neste caso as fra-
ções de amortecimento critico não poderão ser obtidas através 
dos coeficientes a
0 
e a1 . Para a determinação aproximada do 
amortecimento a ser adotado em cada modo de vibração pode ser 
utilizado, por exemplo, o critério de Roesset et al. [15]. Por 
este critério é efetuada, para cada modo, uma média ponderada 
dos amortecimentos de cada elemento estrutural, sendo os pesos 
de ponderação as energias de deformação de cada elemento no mo 
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mo considerado. Este critério é utilizado, por exemplo, pelo 
programa STARDYNE [10] para a avaliação do amortecimento modal 
composto. 
II.4.1.1. Anâlise Espectral 
O método de superposição modal ê particularmente adequ! 
do quando se deseja realizar a anãlise sismica diretamente com 
o espectro de resposta de projeto. 
O vetor de forças elãsticas associado a cada modo de vi 
bração pode ser expresso por: 
Sendo 
S - aceleração espectral obtida no espectro de respos-a 
ta em função de wn e ~n 
L = <j> T [M] r - fator de participação modal 
n -n -
r - vetor dos deslocamentos de cada grau de liberdade, 
para um deslocamento unitãrio na direção do movimen 
to de apoio considerado. 
Analogamente, o vetor dos deslocamentos relati vos para 
cada modo serã expresso por: 
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Os deslocamentos e forças finais a serem considerados 
poderão ser obtidos pela regra do SRSS ("square root of the 
s um o f th e s q ua re s") : 
Os efeitos finais (forças ou deslocamentos) serao obti 
dos pela raiz da soma dos quadrados dos efeitos em cada modo 
de vibração. 
II.4.2. Análise por Integração Passo a Passo 
Nos métodos de anãlise por integração passo a passo, o 
intervalo de integração do sistema de equações diferenciais d! 
nâmicas ê subdividido em um numero finito de sub-intervalos. A 
aproximação bãsica admitida e que o equilíbrio dinâmico sõ se-
ra satisfeito no inicio e no fim de cada sub-intervalo e em ca 
da um destes sub-intervalos as acelerações, referentes a ca-
da grau de liberdade, serão aproximadas por funções lineares. 
Os algoritmos numéricos utilizados pelo método de inte 
graçao passo a passo são derivados ou são modificações do algo 
ritmo proposto por Newmark para a resolução do problema. De 
acordo com este algoritmo a solução ê aproximada por um trunca 
mente da expansão em séries de Taylor da solução exata: 
v(t)i+l = v(t)i + v(t)i llt + Q} - f3)v(t)i + 
+ s v ( t l i + 1] t. t 2 
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Nestas expressoes v(t), v(t) e v(t) sao o deslocamento, 
a velocidade e aceleração referentes a um determinado grau de 
liberdade, relativamente aos tempos (t)i 
( t) i+l = ( t)i +llt 
e ( t) i + 1 , sendo 
Para cada determinado par de valores e e y corresponde-
ra um mêtodo específico. Por exemplo para y =e= O teremos a-
celerações constantes no intervalo (mêtodo de Euler). Com y=l/2 
e e = 1/6 teremos as acelerações variando 1 inearmente entre os 
valores nos extremos dos intervalos. y = 1 /2 e e = l /6 as ace-
lerações serão assumidas constantes no intervalo e iguais ã me-
dia dos valores nos extremos do mesmo (mêtodo de Newmark clâssi 
co). Para y = 1 /2 e e = O teremos o mêtodo das diferenças cen 
trais. Todos os 3 Últimos mêtodos são bastante utilizados. 
As equaçoes incrementais de equilíbrio dinâmico serao 
obtidas pela diferença das equações de equi 1 Íbrio nos tempos 
(t)i e (t)i+l: 
[M]n~ + [cJ llv + [K] llv = llf(t) 
Sendo ôV = ~(t)i+l - ~(t)i 
llv = _y(t)i+l .Y(t)i 
nv = ~(t)i+l - '.!'. ( t) i 
nf(t) = F(t)i+l - F(t)i 
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Substituindo as expressoes das velocidades e deslocamen 
tos em função das acelerações, poderemos exprimir os valores 
das acelerações no final do intervalo, em função dos valores i-
niciais das mesmas. Teremos então que resolver um sistema de e 
quações em cada intervalo, sendo as incõgnitas os incrementos de 
aceleração tiv. 
Uma modificação bastante empregada do mêtodo de aceler! 
çoes lineares (y = 1/2 e f3 = 1/6) ê o mêtodo e de Wilson. Nes-
te mêtodo as equações diferenciais de equilíbrio serão reescri-
tas para um intervalo de tempo expandido li,= e.tit. A variação 
tiv do vetor de acelerações para o tempo tit serã obtida por in-
terpolação, em função do determinado para ti,: 
v(t + tit) - v(t) = ~ (v(t + ,) - v(t)) 
Para a aplicação dos mêtodos de integração passo a pas-
so sera necessãria a obtenção explícita da matriz de amorteci -
mento. Normalmente sõ conhecemos as frações de amortecimento 
critico relativas a cada material. Neste caso a matriz de amor 
tecimento poderã ser obtida pela montagem de submatrizes de a-
mortecimento, a partir de combinações lineares das submatrizes 
de massa e rigidez relativas a cada elemento: 
[e] i = a o [M] i + ª1 [K] i 
Os coeficientes a
0 
e a1 deverão ser escolhidos de ma-
neira a reproduzir aproximadamente a fração de amortecimento 
critico de cada material, na faixa de freqüências mais relevan-
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te para o problema: 
a 
l ( o ) E=~ ~ + a 1 W 
Os métodos de integração passo a passo sao os únicos 
que permitem uma análise consistente quando os efeitos do com-
portamento não-linear do solo são relevantes. Podemos em cada 
passo avaliar o nivel de deformações em cada elemento estrutu -
ral e ajustar as propriedades de rigidez e de amortecimento pa-
ra o passo seguinte. Pelos outros métodos (anãlise modal e ana 
lise no dominio da freqOência) estes efeitos podem ser conside-
rados apenas de maneira aproximada, realizando-se uma série de 
anãlises lineares, corrigindo-se as propriedades do solo ao fi-
nal de cada análise, de acordo com niveis de deformação médios. 
Outro aspecto relevante a ser mencionado nos processos 
de integração passo a passo e o da estabilidade e convergência 
para a solução exata com o aumento no numero de divisões do in-
tervalo de tempo. Pode ser demonstrado que o método é incondi-
cionalmente estãvel para y = 1/2 e a~ 1/4 (métodos de Newmark 
clássico e diferenças centrais). Da mesma maneira o método e 
de Wilson é incondicionalmente estável para e> 1.37. Com rela 
çao ao método de acelerações lineares, admite-se que seja está-
vel para intervalos nt menores que 1/8 do menor periodo da es-
trutura que contribua significativamente para a resposta. 
Como o esforço computacional sera diretamente proporci.2_ 
nal ao numero de divisões no intervalo de integração, a escolha 
judiciosa deste numero de divisões é de extrema importância, 
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devendo existir um compromisso entre a precisão dos resultados 
a serem obtidos, e o custo da anãlise. 
II.4.3. Anãlise no Dominio da Freqüência 
A anãlise no dominio da freqôência consiste em decompor 
. 
as solicitações em uma sêrie harmônica, através da transformada 
de Fourier, resolver o problema dinãmico para cada um dos ter-
mos da série, e finalmente superpor as respostas. 
Pelo método de anãlise no dominio da freqüência o amor-
tecimento dos materiais pode ser considerado através dos mõdu -
los de deformação complexos, que incluem simultaneamente as ca-
racteristicas de rigidez e de amortecimento dos materiais: 
* E = E(l + 2Si) 
* G = G(l + 2Si) 
S - fração de amortecimento critico do material 
Desta forma o sistema de equaçoes diferenciais de mo-
vimento, jâ considerando a matriz de rigidez montada com os mo-
dules de deformação complexos, poderã ser escrita como: 
[M] {v} + [K] {v} = - [M] {Ü 9} 
O vetor {v} ê o de deformações relativas e o vetor {U
9
} 
e o do acelerograma imposto no apoio. 
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Aplicando-se a transformada de Fourier (definida em 
II.2.5) ã expressão acima teremos: 
[M] {V (w)} + [K] {V(w)} = - 1}1] {Ü 9 (w)} 
A transformada de Fourier do acel erograma pode rã ser 
obtida, por exemplo, atravês da transformada rãpida de Fou-
rier (FFT). 
Pode-se demonstrar que 
{V(w)} = - w2 {V(w)} 
Para cada freqüência w deverã ser resolvido o sistema 
de equaçoes: 
( [K] - w2 [M]) {V(w)} = - M{Ü (w)} g 
Conheci dos os vetores {V(w)} pode-se retornar ao domi-
nio do tempo através da inversa da transformada rãpida de Fou-
rier (IFFT), obtendo-se os deslocamentos relativos em função 
do tempo {v( t)}. 
- - ~ ··-º metodo de resoluçao no dom,nio da frequencia, pela 
sua eficiência, vem sendo adotado pelos programas mais moder -
nos de anãlise sísmica, como o SHAKE e o FLUSH. 
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CAPfTULO III 
MODELO MATEMÃTICO PARA A INTERAÇÃO 
INERCIAL 
Consideremos uma camada de solo, estratificada horizon-
talmente, assente sobre rocha rigida. Esta camada de solo serã 
dividida em n elementos finitos, que se estendem ao infinito no 
sentido horizontal (Fig. 3.1). Um elemento típico, com seu sis 
tema local de coordenadas, e mostrado na Fig. 3.2. Cada elemen 
to e definido por dois nõs em linha i e 1_. O campo de desloca-
mentos horizontais para cada elemento sera definido como: 
ux = <l> i Ui + <l> j uj 
onde <l> i = ( 1 - il e-Klxl 
<l> j = 
z e-Klxl 
li 
A definição das funções de interpolação através das ex-
pressoes acima expressa a formulação semi-analitica do modelo 
de solo. A variação do campo de deslocamentos na direção z e 
linear e no sentido x sera admitido um decaimento exponencial, 
sendo o parâmetro f obtido através do estudo dos deslocamentos 
introduzidos em um semi-espaço infinito por uma carga horizon -
tal linear (Fig. 3.3). Este campo de deslocamentos horizontais 
Ux(x,y,z) e dado pela fÕrmula de Mindlin (ref. [22]): 
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.• :, {,,,,-1 
• 1:2x2 z H(H+Z.) + 
l[x2+y2+(H+z) 2] 3/2 
1 
4x 2 z2 (H+z) + 
Na fórmula acima estã implicito o coeficiente de Pois -
son v = 0.5, ou seja E = 3G. 
Na Fig. 6 da ref. [22] pode-se observar que o campo de 
deslocamentos, em uma dada linha vertical, ê praticamente cons-
tante atê uma profundidade H, tornando-se logo abaixo pratica-
mente nulo. Isto estã de acordo com a hipótese de admitirmos a 
existência de rocha rigida abaixo da profundidade H e também de 
adotarmos o mesmo coeficiente K independentemente da profundid! 
de, como serã visto a seguir. 
O deslocamento horizontal Ux poderã ser expresso em fun 
çao de um parâmetro adimensional u, como: 
u = P (x y Hz) 
X "G" u H· H· 










u =' uo (~. ~) ºx 
Definiremos, para cada par de valores (X/H, Z/H) um pa-
râmetro adimensional UT, que representará o deslocamento médio 
ao longo de Y. Este parâmetro serã definido em relação uma lar 
gura igual â altura H: 
Esta integral serâ calculada numericamente pela 
dos trapézios, entre O e lOH. 
regra 
Definiremos finalmente os parâmetros UT e U
0 
que expre~ 
sarao a media dos parâmetros uT e u
0 
ao longo da altura H: 
= l JH 
UT lf o 
Os parâmetros acima podem ser determinados através de 
um programa FORTRAN. 
Na Fig. 3.4 e mostrado o sign-ificado dos parâmetros u
0 
e ut para um plano z = cte e para um determinado valor de x. 
O valor de u
0 
ê o do deslocamento adimensional para y = O e uT 
e definido de maneira que uT.H = J: u dy. 
O valor da semi-largura do modelo B deverã ser conveni-
entemente escolhido de maneira que no ponto de aplicação da car 
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ga (x=O) o quociente B/H tenda para UT/U
0
• Ou seja, para x=O 
a semi-largura do modelo deve ser tal que tenhamos um desloca-




Para x=O o valor da função U
0 
cresce indefinidamente. 
O valor de B serã então obtido por extrapolação da curva de 
B/H (ou seja UT/U
0
) em função de X/H (Fig. 3.5). O valor de 
B = 0.3H é adotado. 
O parãmetro U serã definido como Ur/0.3, jã que B=0.3H. 
o deslocamento médio para o modelo com semi-largura igual a 
B, jã agora como função unicamente de X/H, serã então: 
Ux = { U(X/H) 
Chamamos: 
p = K{!) = ~G~ LJ,;" n U(X/H) 
Poderemos plotar a relação G/K{X/H) = U(X/H), como e 
mostrado na Fig, 3.6. Na origem temos a rigidez igual a: 
G 
K = D.4Õ 
Esta curva expressa o decaimento do deslocamento médio, em fun 
ção da relação X/H. 
Para representar o comportamento da curva de Mindlin,~ 
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dotaremos a expressao: 
( X > 0) 
Tomando o logaritmo em ambos os lados da expressao aci-
ma e o anti-logaritmo da expressão resultante, teremos: 
G = 0. 477 e-0.36X/H l< 
Em termos de deslocamentos: 
K = O. 36 -H-
U U -0.36X/H d U P = 0 .e , seno O =~ 
p 
= .,,....,.,.. 
t:. , 1 ll 
U = P e-0.36x/H 
2.TG 
, vem: 
As matrizes de rigidez e de massa consistente do elemen 
to individual serão obtidas através das expressoes 




BT E' B dV _,
M. _, = f v p 
NT N dV 




B = rx = - K N 
E'- coeficiente de rigidez a ser determinado de manei-
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ra que o elemento forneça a mesma rigidez na origem 
que a obtida pela fÕrmula de Mindlin. 
p - massa especifica. 
Teremos então: 
00 fh d 
K. = 
-l f _oo o Ío BT E' B dy dz dx 
I: J: -2Kx e E' K2 d[
00 
(l-z/h) 2 dz (1-z/h)z/h dz dx 
K. = 
-1 
J: J: (1-z/h)z/h dz z 2 /h 2 dz 
[ ~/3 h/1 -2Kx e K . = E' K2 d dx -1 
-oo h/6 h/3 
[/3 1/J K. = E' K d h -1 1/6 1/3 
M. = J~oo J: I: NTN p dy dz d X -1 
[ ~/3 h/J -2Kx e M. = dp 00 h/6 dx -1 h/3 
M. = dph ~ /3 
-l I< 1/6 l /~ l/3 
Poderemos agora definir um elemento finito retangular! 
quivalente ao obtido. Este elemento terã os nõs i e j livres e 
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i' e j' engastados (Fig. 3. 7). Adotaremos para esse elemento! 
quivalente v = O e d= 0.6H (largura total do modelo). Os parâ-
metros L', E', p' deste elemento equivalente serão determinados 
em função dos parâmetros H, G, p. 
Os termos da matriz de rigidez do elemento equivalente 
em função dos deslocamentos i e j serão: 
Por igualdade com o elemento original teremos: 
l H 
L' = = = 1< D.36 2,8H 
Os termos da matriz de massa consistente do elemento e-
quivalente serao: 
Mi= p'd L'h 11 19 L, n s 
l/1 ~ 
1/9 J 
Por igualdade p = 3p 
A ri g i dez horizontal por unidade de area sera obtida 
elemento equivalente fazendo Ui= Uj = l 
1 
K = n E ' dh = E ' d = E , O . 6 --rr- 2,ãH" z.g 
No elemento original tínhamos K = 2.lG 
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Fig. 3.6. Comparação da expressão de Mindlin com a simplificada. 
MINDLIN 
G/K =0,477 · OlX/H 
3,5 
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CA PlTULO IV 
EXEMPLO NUMtRICO DE APLICAÇÃO DO MODELO 
IV. 1. Estrutura Ana 1 i sada 
Como exemplo de aplicação do modelo apresentado no item 
anterior, serâ efetuada a anãlise sismica de uma chamine de 150 
metros de altura, utilizada nas centrais nucleares para descar-
ga de gases. A fundação desta chamine consiste em um bloco de 
3m de altura, assente sobre 12 estacas de 130 cm de diãmetro 
(Fig. 4.1.1). 
O perfil de solo da fundação considerado e heterogêneo, 
composto de uma camada de areia de 18m. de espessura, sobreja -
cente a uma camada de argila, de 12m de espessura (Fig. 4.1.2). 
Serâ admitido um comportamento linear para o solo, adotando- se 
as seguintes caracteristicas mecânicas para cada camada. 
Peso especifico 
MÕdulo de cortante 
Amortecimento 
Areia 
20 kN/m 3 
100000 kN/m 2 
O • 1 O 
A rgi 1 a 
17 kN/m 3 
50000 kN/m 2 
O. 15 
Para o concreto estrutural serao adotadas as seguintes 
p ropri eda des: 
Peso especifico: 25 kN/m 3 
Módulo de Young: 30 000 000 kN/m 2 
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Coeficiente de Poisson: 0,2 
Amortecimento: 0,07 
Como solicitação sismica de projeto, adotaremos o acele 
rograma simplificado proposto por Veletsos (ref. [8] ). Este a-
celerograma (Fig. 4.1.3), apesar de sua simplicidade, foi estu-
dado de maneira a reproduzir um espectro de resposta tipico de 
um terremoto real. Nesta anãlise adotaremos os valores y = 
g 
= lm/seg 2 e t 1 = 0.35seg. A titulo de comparação apresentamos 
na Fig . 4 . 1 . 4 o espectro da A.E.e. (ver tabela 2.1.1), norma 
lizado para y
9 
= lm/seg 2 (O.lG) e para o amortecimento de 5%, 
e o espectro do acelerograma de Veletsos. Apesar da discrepân-
cia entre os valores numéricos, podemos notar a semelhança no 
aspecto qualitativo dos dois espectros. 
A anãlise da estrutura serã realizada em duas etapas (! 
nálise cinemática e análise inercial), de acordo com o teorema 
da superposição de Kausel, exposto no item II .3.1.3. 
y 
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PERÍODO ( seg) 
Fig. 4.1.4. Comparação entre os espectros da 
A. E . C . e de Vele ts os 
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IV.2. Anãlise Cinemática 
Como a estrutura analisada é bastante flexivel e com a-
penas uma pequena região enterrada, poderemos desprezar a modi-
ficação nos movimentos do solo devidos ã presença da estrutura, 
quando da aplicação do acelerograma sísmico. Neste caso os Üni 
cos esforços que aparecerão na estrutura durante a anãlise cin~ 
mãtica serao forças nas estacas, considerando que estas acompa-
nharão o movimento do solo. Esta aproximação serã vãlida ape -
nas para o caso de estacas longas. De acordo com o critério de 
Flores (ref. [23]), a estaca serã longa se: 
À = ( S L •) = Kh D_ L • > 5 4tp1p 
Substituindo nossos valores numéricos: 
Kh = 4G 
D (coeficiente de reaçao horizontal, de acordo 
com a fÕrmula de Westergaard [1]) 
G = 100 000 kN/m 3 (areia) 
E p = 30 000 000 kN/m 2 (mÕdulo de e l as ti c i da de do co ncre 
to) 
Ip 11D • 0.14m" (d= l . 30m) = 64" = 
Para se cumprir a condição de estaca longa deveremos 
ter L > 3 .Slm ( no nosso caso L = 30m). Podemos notar que a 
condição de estaca longa é usual para fundações estaqueadas co-
muns. 
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O modelo para a análise cinemãtica e mostrado na Fig. 
4.2.l. O solo é modelado através de uma viga de cortante, com 
um único grau de liberdade translacional por no. A estaca e 
modelada por uma viga com comportamento ã flexão. Os nos cor-
respondentes nas duas vigas tem seu deslocamento horizontal 
compatibilizado por restrições nodais generalizadas. 
As propriedades reais da estaca isolada sao adotadas 
(ãrea = l.33m 2 , momento de inercia = O.l4m'). A ãrea da colu-
na de solo deverá ser muito maior que a da estaca, de maneira 
que seus movimentos não sejam afetados pela presença desta (ã-
rea adotada= l33m 2 ). O comportamento de viga de cortante da 
coluna de solo serã simulado pela restrição da rotação em cada 
no. A rigidez da viga de cortante deverá ser representada por 
uma rigidez de flexão equivalente, ou seja: 
l 2EI 
L3 
GA =r- I GAL
2 
= !TI 
Adotaremos um E ficticio igual ao G da camada. Neste 
caso, como para cada viga do modelo temos L = 3, deveremos ado 
tara inercia ã flexão ficticia de: 
I = ~ = l~= 99.75m' 
A análise cinemática sera realizada pelo processo de 
integração direta (passo a passo) através do programa LORANE-
DINA [11]. 
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A matriz de amortecimento serã formada pela combinação 
linear das matrizes de massa e rigidez, para cada material. O 
coeficiente de amortecimento serã expresso então em função da 
freqüência como: 
a 
l ,~ ) y = "2" w + ª1 w 
Os coeficientes a
0 
e a 1 sao os que definem a matriz de 
amortecimento em função das matrizes de massa e rigidez: 
Procuramos encontrar os coeficientes a
0 
e a 1 que me-
lhor reproduzem o amortecimento real na faixa de freqUências 
de interesse. 
Defini remos os parâmetros a
0 
e a1 em função do amorte-
cimento dos materiais (dados no item 4.1), como: 
a = 20yM o a 
= yM 
l 5Õ 
teremos então a relação entre o amortecimento considerado e o 
- 11- • rea 1, como funçao da frequenc,a: 
O grãfico desta relação ê mostrado na Fig. 4.2.2. Po-
11- • demos constatar que na faixa mais importante de frequenc,as 
(0.67Hz - 15Hz, correspondentes aos períodos entre l.5seg -
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0.067seg no espectro da Fig. 4.1.4), o amortecimento considera-
do estã bastante prõximo do amortecimento real. 
Os resultados mais relevantes da anãlise cinemática es-
tão mostrados nas Figs. 4.2.3 a 4.2.5. Na Fig. 4.2.3 estão re-
presentados os grãficos das acelerações aplicadas na base e as 
acelerações resultantes na superfície do solo, que serão aplica 
das como dados de entrada no modelo para a anãl i se inercial. Na 
Fig. 4.2.4 são mostrados os deslocamentos obtidos na superfí-
cie do solo. Na Fig. 4.2. 5 o espectro de resposta do acelero -
grama de Veletsos ê comparado com o espectro amplificado, obti-
do com as acelerações .na superfície do solo. 
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Fig. 4.2.l. Modelo estrutural para a anãlise cinemãtica 
78 
5 10 15 f (Hz) 























Fig. 4. 2. 3. Interação ci nemãti ca - acelerações 
d(cm) 
L45cm 




































-- superfície de rocha 
--- superfície do solo 
I .... -, 






ll1 __ --1 ___ .1__ _ __L_ _ -1. ___ .1_ __ _L._ ____ F ( H z) 
20 25 5 10 15 




IV. 3. Consideração do Efeito de Grupo 
IV . 3 . l. Teoria de P ou 1 os 
O efeito de grupo para o estaqueamento foi avaliado pe-
la teoria desenvolvi da por Poulos (ref. [25}). Esta teoria for 
nece os deslocamentos horizontais (ou rotações) induzidos em u-
ma estaca verti cal quando uma outra estaca é submeti da a uma 
força horizontal (ou momento), que produza nesta segunda esta-
ca um deslocamento horizontal unitário (ou rotação). O estudo 
de Poulos e baseado na teoria da Elasticidade para forças estã-
ticas e para estacas imersas em um semi-espaço homogéneo e iso-
trõpico; para meios estratificados e forças dinâmicas soluções 
para este problema ainda não são conhecidas. 
Poulos fornece os fatores de flexibilidade ªuu' ªpu = 
= ªup' ªpp como função dos parâmetros L/D, S/D, 
de: 
e e KR, on-
ªuu' ªpu = ªup' ªpp - deslocamento (ou rotação) em uma 
estaca associado a um deslocamento (ou rotação) unitário na es-
taca adjacente (i é associado com o deslocamento e~ com a rota 
ç ão). 
L, D = comprimento e diâmetro das estacas 
S, e= distância entre estacas e ângulo com a 
da aç a o ( ve r F i g. 4. 3. 1 ) . 
KR = Ee I 
E L4 s 
direção 
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Ee - módulo de elasticidade da estaca 
E5 - módulo de elasticidade do solo 
I - momento de inercia da estaca 
Para o nosso caso particular teremos (E= 3G) 
KR = 30 00 0 00 0 X O . ] 4 
3 X ] 0 0 00 0 X 30 • 
Adotaremos KR = 10- 5 
=l.7x10- 5 
Paulos fornece as curvas para obtenção dos fatores a 
para e= Oº e 90° e para L/D = 25 e 100. Serâ adotado o se-







( 1 -n )( e: Bl 
valor para 
va 1 or para 
va 1 or para 
va 1 or para 
(L/D - 25) 
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+ (l-e:)B2) 
e = 90° 
e = 90° 
e = Oº 
e = oº 
n = 
















IV.3.2. Coeficientes de flexibilidade e rigidez individuais 
Os coeficientes de flexibilidade para uma estaca indi-
vidual foram obtidos através das fórmulas de viga infinita so 
bre apoio elãsti co (ref. [4]): 
Temos 
= I K 
À IDT 
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f =f = 2À2 
up pu - -K- f PP 
K = 2. lG = 210 000 kN/m 2 ( de acordo com a rigidez está-
tica obtida no item 3) 
E e = 30 000 000 kN/m 2 
I = 0.14m 4 
- 1 
À= 0.334m 
A matriz de rigidez individual e obtida por inversão da 
matriz de flexibilidade individual 
Substituindo os valores numéricos teremos os coeficien-
tes de rigidez i n di vi dua 1 : 
kuu = 629 000 kN /m 
kpu = 9 41 000 kN 
kpp = 281 8 000 kN.m 
A rigidez vertical sera adotada por simpl i fie ação como: 
EA 3xl0 7 xl.33 
= r-- = 30 = 1 330 000 kN/m 
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IV.3.3. Montagem da Matriz de Rigidez Global 
Seja a matriz de rigidez i ndi vi dual: 
k = 
k Up 
A matriz de flexibilidade individual sera: 
As submatrizes diagonais da matriz de flexibilidade gl~ 
bal (fii) são idênticas ãs da submatriz individual: 
f .. = f 
-1 l 
Cada submatriz não-diagonal e obtida multiplicando os 
termos de f pelos correspondentes valores de a obtidos nas cur-
vas de interação: 
fu)ªuu)ij fup(ªup)ij 
f .. = -lJ 
fpu(ªpu) ij f PP (ªPP) i j 
A matriz de flexibilidade global sera obtida pela monta 
gem de todas as submatrizes: 
F = 
[
'',,,',,.,. f .. 
... ,: l J 
',, 
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A matriz de rigidez global K e a inversa da matriz de 
fl exibi 1 ida de g 1 oba 1 E 
IV.3.4. Condensação da Matriz de Rigidez 
Se a fundação pode ser considerada como infinitamente 
rigi da, os coeficientes de rigidez podem ser condensados em uma 
única estaca (estaca analitica) no centro de gravidade do esta-
queamento. 
A matriz condensada no plano sera : 
ç Kpu o 
l< = ç ~ PP o 
o o Kww 
onde: 
ç = 1 l Kuu 
i j 
ç =~ = i 4 Kpu up 
1 J 
-K- = 4 í Kpp + kww · Q PP 1 J 
Kww = N. kww 
Onde N é o numero de estacas e Q é o somatório dos quadrados 
das distincias das estacas ao centro de gravidade do estaquea-
mento. 
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IV.3.5. Obtenção dos Fatores de Grupo 
Os fatores de grupo foram determinados pelo 
POULOS ( 1). Este p regrama ca 1 cul a a matriz de rigidez 
programa 
g 1 oba 1 
de um estaqueamento, conhecida a rigidez individual de uma esta 
ca e a geometria do estaqueamento. 
O programa utiliza as curvas de Paulos linearizadas mos 
tradas na Fig. 4.3.2. Os resultados do programa POULOS para o 
estaqueamento estudado, ou seja a matriz de rigidez condensada, 
são apresentados na tabela 4.3.1. 
Os fatores de grupo para cada coeficiente de rigidez se 
ra a relação entre a rigidez final condensada e o produto do nu 
mero de estacas pela rigidez individual correspondente. 
mos então: 
FGUU 
239E7 0.316 = 12 x .629E6 = 
FGpu 
. 464E 7 O . 41 1 = T2 x-941E6 = 
FGPP 
245 EB 0.723 = l 2 x .282E7 = 
(1) Programa elaborado pela PROMON Engenharia S.A. 
Tere-
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IV.3.6. Consideração do Efeito de Grupo 
Chamemos a constante de rigidez das estacas de KE (KE= 
= 4EeI) e a do solo de KS. 
Os fatores de rigidez no item IV.3.2 serao então forne 








l KE3/4 KSl/4 = I 
Para consideração do efeito de grupo modificaremos os 
fatores KE e KS de maneira a haver a necessãria redução nos 
coeficientes de rigidez. 
Adotaremos K'S = 0.23 KS, mantendo KE. Teremos: 
K' = 0.332K uu uu 
K' pu = 0.480Kpu 
K' = 0.693Kpp PP 
Os valores acima sao boas aproximações para os fatores 
de grupo obtidos com o programa POULOS. Para consideração do 
efeito de grupo bastarã então considerar a rigidez do solo mul 
tiplicada por 0.23. Multiplicaremos então a espessura dos ele 
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mentas finitos equivalentes definidos no item 3 por 0.23. 
T abe 1 a 4.3.1 - Resulta dos do programa POULOS 
k 11 k12 o 
Kc = k12 k22 o 
o o k33 
Kc - matriz de rigidez condensada, sendo 
k 11 = . 239 X 10 7 kN/m 
k12 = . 464 X 10 7 kN 
k22 = . 245 X 10 8 + .337 X 10 9 = .363xl0 9 k N. m 
k33 = . 16 O X 1 Q 8 kN/m 
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Fig. 4.3.2. Curvas de Poulos 
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IV.4. Anâlise Inercial 
O modelo para anãlise inercial consiste nos elementos 
finitos obtidos no item 3 para representar o solo e em eleme~ 
tos de viga que representam as estacas e a superestrutura (Fig. 
4.4.1). 
A superestrutura é modelada por uma viga em balanço 
segmentada em 10 hastes. Na tabela 4.4. 1 são listadas as pro-
priedades geométricas relevantes destas hastes, ou seja, a a-
rea e o momento de inércia, obtidos em função do raio médio de 
cada segmento pelas expressões: 
A= 2rrRt = 2.rr.0,25R = l.571R 
I = (R 2 + f) x 4 = 0.785R 3 + 0.016R 
As massas da chaminé sao geradas automaticamente pelo 
programa LORAINE-DINA através do produto da are a da seçao 
transversal pela massa especifica do material. Alem disso, no 
nô 1 deverã ser concentrada a massa e o momento de massa devi 
dos ao bloco de fundação: 
Massa: M = yrrR 2 h = 2.5 xrrx 7.6 2 x 3 = 1360t 
Momento de massa: I = yrrR~h _ 2 5 rrx7.6' x 3 = 4 - • X 4 
= 19652tm 2 
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Para os elementos de estaca sao utilizadas as proprie-
dades condensadas relativas ãs 12 estacas: 
Ãrea: A= 12 x l.33m 2 = 15.9m2 
Inercia: l = 12 X 0.14m" = 1.64m" 
No nõ 1 deverã ser incorporada a mola rotacional que 
representarã a rigidez ã rotação do grupo de estacas condensa-
da no centro de gravidade do estaqueamento. o valor numérico 
desta constante da mola (calculado pelo programa POULOS) é: 
K9 = . 337 X 10 9 kN/m 
As propriedades dos elementos finitos que representa -
rao o solo, determinadas de acordo com as expressões apresenta 
das no item 3, serão: 
Comprimento do elemento: L' = 2.8H = 2,8 x 30 = 84m 
Massa específica: 
areia: p' = 3p = 3 x 2,0 t/m 3 = 6t/m 3 
argila: p' = 3p = 3 x 1.7 t/m 3 = 5,lt/m 3 
MÕdulo de Young fictício: 
areia: E'= 9,8G = 9,8xlOOOOOkN/m 2 = 980000kN/m 2 
argila: E' = 9,8G = 9,8 x 50000kN/m 2 = 490000kN/m 2 
Espessura dos elementos (considerando as 12 estacas e 
o fator de grupo determinado no item 4.3.6): 
d= 0.6Hxl2xF.G = 0.6x30mxl2x0.23 = 457m 
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As acelerações obtidas na interação cinemática, na su-
perficie do solo, serão aplicadas ao nõ l do modelo. 
A anãlise inercial foi realizada pelo método de integr~ 
çao direta, através do programa LORANE-DINA. 
Os resultados mais relevantes para a anãlise das funda-
çoes sao os diagramas de momentos fletores e forças cortantes 
ao longo das estacas. Nas Figs. 4.4.2 e 4.4.3 sao apresentados 
estes diagramas, para os esforços totais (soma dos mãximos de 
cada etapa), comparados com os esforços obtidos somente na eta-
pa cinemãtica. Apesar dos máximos de cada etapa ocorrerem em 
instantes diferentes, e a rigor, a superposição dever ser feita 
ao longo de todo o intervalo de integração, a simplificação ado 
tada é usual e é justificada pelo fato de as duas anãlises se-
rem dependentes entre si (a anãlise inercial é realizada com os 
resultados da análise cinemãtica). 
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Segmento li rea Inércia 
1 O 1 2.75 4.22 
102 2.98 5.40 
103 3.30 7. 29 
104 3.69 10. 20 
105 4.24 15.47 
106 4. 9 5 24.55 
10 7 5.73 38. 19 
108 6.60 58. 1 8 
109 7.62 89. 5 7 
11 O 8. 80 137. 87 
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Fig. 4.4.2. Esforços cortantes 











foi apresentado neste trabalho um modelo de sol o para a 
interação sísmica inercial. O modelo se aplica especificamente 
para estruturas com fundação sobre estacas. A formulação mate-
mãtica para a obtenção das propriedades dos elementos finitos, 
baseada na fÕrmula elãstica de Mindlin, é bastante simples. Os 
elementos finitos equivalentes obtidos podem ser aplicados fa-
cilmente, atravês de qualquer programa de anãlise estrutural di 
nâmica que disponha de um elemento finito retangular convencio-
nal do estado plano. Os resultados obtidos com o modelo estão 
dentro do nível de aproximação dos obtidos com auxilio de ou-
tros programas de formulação matemática bastante mais elabora -
do, como o PILAY. Este modelo simples poderá servir como ponto 
de partida para outros mais complexos, a partir da incorporação 
de variãveis aqui não consideradas. 
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